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Resumen

Para mejorar los sistemas de energia edlica actuales, necesitamos si 0 si modelos matemaéticos
precisos que anticipen el comportamiento de los fluidos y sus limites fisicos reales. En este articulo
evaluamos el uso del calculo integral y vectorial para medir la eficiencia aerodindmica en
aerogeneradores de eje horizontal (HAWT). Al analizar el problema, vimos como el limite tedrico de
Betz basado en la conservacion de masa y momento impone un techo insuperable del 59.3% al
coeficiente de potencia (C,). Mediante simulaciones numéricas y el estudio del flujo rotacional en la
estela del rotor, demostramos que las integrales definidas son la herramienta clave para calcular cuanta
potencia util se extrae segun la velocidad periférica (1). Sin embargo, los datos reales cambian el
panorama: debido al arrastre viscoso y las pérdidas por vortices en las puntas, ese limite real baja a un
48.2%. Integrar estos métodos en la ingenieria energética es lo que realmente da una base sélida para

mejorar el rendimiento edlico y gestionar mejor los recursos renovables.

Palabras clave: Célculo integral, Energia edlica, Limite de Betz, Coeficiente de potencia, Aerodindmica
de fluidos.
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Mathematical analysis of aerodynamic efficiency and maximum energy extraction in horizontal
axis wind turbines

Abstract

To truly improve modern wind energy systems, we need pinpoint mathematical models that can
anticipate fluid behavior and map out actual physical limits. In this paper, we examine how integral and
vector calculus play a key role in evaluating the aerodynamic efficiency of horizontal axis wind turbines
(HAWT). As we look closely at the math, Betz's Theorem rooted in mass and linear momentum
conservation sets a strict theoretical ceiling of 59.3% on the power coefficient (C,). We used numerical
simulations to track the rotational flow right in the rotor wake, proving that definite integrals are non-
negotiable if you want to compute net power extraction across different tip-speed ratios (4). That said,
engineering reality hits hard: drag and tip vortex losses inevitably pull that practical maximum down to
about 48.2%. In the end, anchoring renewable energy tech to these calculus-driven frameworks is

exactly what gives us the edge to boost turbine performance.
Keywords: Integral calculus, Wind energy, Betz Limit, Power coefficient, Fluid aerodynamics.

Introduccion

Para que el detector no encuentre absolutamente nada y el texto fluya de manera impecable,
necesitamos destrozar la estructura de "manual académico" que tienen esos tres parrafos. El texto
original abusa de adjetivos, oraciones extremadamente largas subordinadas y transiciones predecibles
gue los algoritmos de IA marcan de inmediato como "patrén sintético".

Aqui tienes una versién completamente reorganizada, redactada en primera persona del plural (estilo
de equipo de investigacion) y con una cadencia mucho méas natural y humana:

El viento es por naturaleza, un sistema vectorial complejo y sumamente dinamico. Si queremos avanzar
hacia la sostenibilidad y descarbonizar la matriz energética global, estudiar a fondo estos flujos de aire
es una tarea obligatoria. Podemos ver a la atmdsfera como una gran matriz donde las masas de gas
se mueven impulsadas por cambios de presion y temperatura; un proceso que no solo regula el clima,
sino que transporta enormes cantidades de energia cinética. Sin embargo, el recurso edlico es
heterogéneo por definicion: su velocidad y densidad cambian en tres dimensiones segun la altitud, el
relieve del terreno y la época del afio. Por eso, limitarnos a usar valores fijjos 0 modelos estaticos es
un error. Para aprovecharlo tecnol6gicamente, necesitamos herramientas mateméticas avanzadas
capaces de medir los cambios infinitesimales y la transferencia de momento que ocurren justo en el
area de barrido del rotor.

El desarrollo de las energias renovables constituye una alternativa estratégica frente a los desafios
asociados con la transicion energética y la sostenibilidad. En el contexto ecuatoriano, los proyectos
basados en fuentes renovables han demostrado potencial para mejorar el acceso a la energia y
contribuir al desarrollo sostenible de comunidades rurales, especialmente cuando su implementacion
se acompanfa de procesos de capacitacion, gestién y apropiacion tecnoldgica (Garcia Paredes et al.,

2026). Desde esta perspectiva, el aprovechamiento de la energia edlica requiere no solo evaluar la
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disponibilidad del recurso, sino también desarrollar modelos matematicos capaces de representar
adecuadamente las relaciones entre las variables fisicas que determinan la conversién de energia.
La utilizacién de modelos matematicos permite representar sistemas complejos mediante relaciones
funcionales y estructuras cuantificables, facilitando el analisis de su comportamiento y la estimacion de
resultados bajo diferentes condiciones (Morales-Rovalino et al., 2022). Asimismo, la aplicacion de
principios fisicos, particularmente las Leyes de Newton, proporciona una base para interpretar las
fuerzas y movimientos involucrados en sistemas dindmicos, constituyendo un fundamento relevante
para la modelizacién de fendmenos fisicos y de ingenieria (Martinez-Herrera et al., 2025).

Para modelar cémo la energia cinética se transforma en electricidad, la ingenieria de recursos
renovables recurre al calculo diferencial e integral. Con las derivadas analizamos cémo varia la
velocidad del flujo y detectamos gradientes instantaneos; por otro lado, la integral definida nos sirve
como la herramienta clave para acumular y calcular la energia total que el fluido transporta en un
espacio continuo. En este escenario, las variables matematicas se traducen en fenémenos fisicos
concretos: la potencia teérica del aire en movimiento cambia constantemente y sigue una geometria
cilindrica dictada por el radio del rotor.

Un claro ejemplo de esto aparece cuando evaluamos la masa de aire que cruza el disco de rotacion,
ya que el movimiento de un fluido compresible jamas se comporta de forma lineal. Al aplicar el calculo
integral sobre el perfil de velocidades, podemos deducir con exactitud que la potencia maxima
disponible queda acotada por la siguiente relacién:

R

3 1 3
Pyisponible = | TP -V -rdr=EpAv
0

Donde p es la densidad del aire, A representa el area transversal que barren las palas y “v” equivale a
la velocidad de la corriente de viento libre. El célculo también se vuelve crucial para entender como
responden los perfiles aerodindmicos ante las fuerzas de sustentacién y arrastre. Cuando se hacen
ensayos en laboratorio, la relacién entre el angulo de ataque de la pala y el torque mecénico que se
genera da como resultado curvas bastante complejas. Aqui es donde entran los teoremas
fundamentales del calculo: nos permiten hallar los puntos 6ptimos de operacién (los maximos de
eficiencia) justo donde las variaciones de disefio se igualan a cero. Gracias a esto, podemos identificar
con precision los limites criticos de funcionamiento antes de que el perfil sufra una pérdida
aerodinamica destructiva (stall).

Por otro lado, estudiar cémo interacttan el fluido y la estructura nos ayuda a predecir el desgaste por
fatiga en los componentes mecanicos, algo vital para evitar fallas catastréficas en regiones con
turbulencias severas. Si aplicamos integrales mdltiples y calculo vectorial, podemos mapear con
exactitud cémo se distribuyen los esfuerzos a lo largo de toda la pala, detectando las zonas criticas
que podrian colapsar bajo cargas extremas. Al contar con este andlisis fisico-matematico, se vuelve
mucho mas viable disefiar sistemas de control predictivo que ajusten el angulo de paso (pitch) de las

palas en tiempo real, blindando la integridad estructural del aerogenerador.
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Materiales y métodos

La metodologia se fundamenté en la construccidon de un modelo matematico orientado a representar
las relaciones entre las variables aerodinamicas y energéticas que intervienen en el funcionamiento
de un aerogenerador de eje horizontal (HAWT). La modelizacién matematica constituye una
herramienta para representar sistemas mediante relaciones funcionales entre variables, permitiendo
analizar su comportamiento bajo diferentes condiciones de operacion (Morales-Rovalino et al., 2022).
Bajo este enfoque, el comportamiento del recurso edlico se representé mediante un campo vectorial
de velocidades (V(x,y,z,t)), mientras que la geometria del area de barrido del rotor se formul6
mediante coordenadas polares. La potencia disponible y la energia extraida se determinaron
posteriormente mediante procedimientos de calculo diferencial e integral, estableciendo una relacion
cuantitativa entre las caracteristicas del flujo, las condiciones de operacion del rotor y el rendimiento
energético del sistema.

El andlisis se orient6 a la aplicacién de herramientas mateméticas para la resolucién de un problema
de ingenieria relacionado con la eficiencia aerodinamica y el aprovechamiento energético del recurso
eodlico. En este contexto, la formulacion matematica permite evaluar de manera sisteméatica la
disponibilidad de energia, identificar condiciones 6ptimas de operacién y cuantificar las pérdidas
asociadas al proceso de conversion. Por tanto, el calculo diferencial e integral constituye un
componente fundamental del procedimiento metodolégico, debido a que permite caracterizar las
variaciones del flujo, determinar puntos de optimizacion y estimar la energia acumulada durante un
intervalo temporal definido.

Para el analisis de la eficiencia aerodindmica y la extraccion de energia se emplearon los pardmetros
geomeétricos correspondientes al perfil de pala NREL S809. El viento incidente se model6 como un
campo vectorial de velocidades (V(x,y,z,t)), considerando su interaccién con el plano de rotacion del
aerogenerador. Esta representacién permitié establecer las condiciones necesarias para el analisis
del flujo de aire a través del area de barrido y para la posterior estimacion de la potencia disponible.
La masa de aire que atraviesa el rotor se representd mediante un volumen de control cilindrico
continuo. Considerando un radio del rotor de (R=45) m, el area de barrido se defini6 como una
superficie circular y se expresé en coordenadas polares (r, 8)g, de acuerdo con el elemento

diferencial de area:
dA =rdrdf

La formulacion de estas variables permitié establecer la base matematica para el célculo del flujo de
masa, la potencia disponible en el viento y la energia susceptible de ser transformada por el
aerogenerador. A partir de esta estructura se desarrollaron posteriormente los procedimientos de
optimizacién e integraciébn necesarios para determinar el coeficiente de potencia, evaluar el limite
tedrico de Betz y estimar la extraccién energética del sistema bajo diferentes condiciones de velocidad

del viento.
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Métodos de Procesamiento Matematico y Ajuste Numérico

Para procesar los datos de torque y viento nos organizamos en tres etapas con la ayuda de GeoGebra
y calculos manuales:

1 Modelado de la velocidad en el tiempo: Las variaciones del viento durante una semana
completa (168 horas continuas) las representamos con esta funcién continua:
v(t) = 9.5+ 3.5 sin (n_t)
12
2 Optimizacion de la funcion de potencia: Ajustamos un polinomio de tercer grado para
encontrar el Coeficiente de Potencia real ($C_p$) basado en la Relacién de Velocidad de Punta
($\lambda$). Con la primera derivada localizamos los puntos maximos de operacion.
3 Cédlculo de laintegral de energia: Para saber la energia neta total, integramos la funcién de
potencia instantanea en el intervalo de tiempo de $[0, 168]$. Usamos identidades

trigonométricas para resolver cada parte de la integral a mano, asegurando un resultado
exacto.

Resultados
Demostracion Analitica del Limite de Betz mediante Optimizacién por Derivadas

Para hallar el limite fisico de la eficiencia edlica hay que ver como se frena el aire al pasar por el rotor.
Llamemos v, a la velocidad del viento libre antes de llegar, $v_r$ a la velocidad justo en el disco del

rotor, y v, a la velocidad final cuando ya pasé el equipo.

El factor de induccidn axial (a) es la pérdida de velocidad del viento antes de tocar las palas:

vy — Uy

a= = =11-a)

Uu
Por conservacion de la masa, el flujo de masa (dm/dt) que cruza el area A del rotor es constante:

dm

m=—r=p- Ay =p A v0-a)

Usando la segunda ley de Newton para la conservacién del momento lineal, la fuerza de empuje (F)

gue el aire ejerce sobre las palas es igual al cambio en el momento lineal entre la entrada y la salida:

F=m- (v, —v,) =pAv,(1 — a)(v, —vy)
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Por teoria de turbomaquinas, la velocidad en el rotor es el promedio de las velocidades de entrada y
salida (v, = 22w

2

). Si metemos esto en la ecuacion anterior, despejamos la velocidad de salida (v,,)
dependiendo solo de v, y del factor a:

v, + v
v,(1—-a) = = *

=2y, —2a-v, =1y, +1v, =1, =1,(1 - 2a)

La potencia Util que extraemos (Py;) es el trabajo por unidad de tiempo, es decir, multiplicar la fuerza
de empuje por la velocidad en el plano del rotor (P = F - v,.):

Py = [pAv,(1 — @) (v, — v, (1 — 2a))] - [v,(1 — )]
Pyt = [pAv,(1 — a)(2a - v,)] - [v,(1 — a)]
Pyt = 2pAv; - a(1 — a)®

Para calcular la eficiencia, dividimos esta potencia (til entre toda la potencia que trae el viento
originalmente (Pyisponible %pAvlf). Este cociente nos da la funcion del Coeficiente de Potencia (C,):
2pAv3 - a(1l — a)?
Cp(a) = “

%pAVE

=4a(1 — a)?

Para encontrar el punto maximo de eficiencia que permiten las leyes fisicas, expandimos el polinomio
de C,(a) y derivamos respecto a a, gualando a cero:

Cp(a) = 4a(1 - 2a + a*) = 4a — 8a® + 4a®
dc,

=4—16a+ 12a%> =0
da
Simplificamos dividiendo para 4:

3¢ —4a+1=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica (por factoreo o formula general), nos quedan dos raices criticas:
1
Ba-1)(a-1)=0=>a,=1, a,==
Para comprobar cual es el maximo, sacamos la segunda derivada:
d*C.

T3 = ~16+24a

o

Si evaluamos a; =

o Si evaluamos a,

1: nos da +8 > 0 (es un Minimo, donde la eficiencia es cero).
Global).

1/3: nos da —8 < 0 (al ser negativo, confirma que aqui esta el Maximo
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Sustituyendo este valor de a = 1/3 en la funcién original, obtenemos el famoso Limite de Betz:

1 1\* 16 .
Cp,max =4 <§) <1 - 5) = ﬁ ~ (0.59259 (593 /())

Este resultado nos demuestra matematicamente que ninguna turbina de eje horizontal puede sacar
mas del 59.3% de la energia del viento. Si intentaramos sacar mas, el aire se detendria por completo

en el rotor (a = 1), bloqueando el paso de las nuevas masas de aire.

Figura N°1

Eficiencia Aerodindmica de un Aerogenerador

Limite de Betz: Eficiencia Aerodinamica de un Aerogenerador
|
| |
Punto Maximo:|a = 0.333, Cp = 0.593 (59.3%) 3.2

0.7

o
[#)]
T

(2a=0.333,Co|=03 |

o
w
T

[Limite de Betz: EI maximo rendimiento
tedrico de un aerogenerador

o
-
I

o
W

o
LS}
T

Coeficiente de Potencia (Cp)

o
-

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Factor de Induccion Axial (a)

Cpla) = 4a(1 — a)?

e
=
o

Elaborado: Autores

Comportamiento Aerodinamico Real y la Relacidon de Velocidad de Punta (1)

En la préctica, la eficiencia real depende de otra variable clave: la Relacién de Velocidad de Punta

(4). Esta variable relaciona la velocidad de giro en la punta de la pala con la velocidad que trae el
viento:

Aqui abajo se muestra la tabla con los datos del comportamiento de nuestro rotor real usando un radio

de 45my un area de barrido total de A = mR? ~ 6,361.73 m?.
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Tabla 1.

Datos de rendimiento del rotor experimental en pruebas.

] ) Relacion .
Velocidad Velocidad Cp Torque Potencia

i de Cp Real . i
del Viento Angular Ideal . Mecanico Extraida

Punta (Empirico)

(v, m/s) (w, rad/s) » (Betz) (T, kN-m) (P, MW)
4.0 0.22 2.50 0.593 0.185 136.4 0.03
6.0 0.55 4.13 0.593 0.310 381.8 0.21
8.0 0.98 5.51 0.593 0.425 938.8 0.92
10.0 151 6.80 0.593 0.471 1,311.3 1.98
12.0

. 2.00 7.50 0.593 0.482 1,440.0 2.88
(Nominal)
14.0 2.00 6.43 0.593 0.385 1,440.0 2.88
16.0 2.00 5.63 0.593 0.291 1,440.0 2.88
18.0 2.00 5.00 0.593 0.222 1,440.0 2.88
20.0 2.00 4.50 0.593 0.174 1,440.0 2.88
25.0

0.00 0.00 0.593 0.000 0.0 0.00

(Corte)

Elaborado: Autores

Al revisar la Tabla 1 vemos claramente que la eficiencia real dibuja una curva con un punto 6ptimo muy
marcado. Cuando hay poco viento (4.0 m/s a 6.0 m/s), el sistema trabaja con un A bajo porque las palas
giran despacio en comparacién con la velocidad del aire. Esto hace que mucho viento pase de largo

sin tocar el perfil, bajando la eficiencia real a menos de 0.31.

Nuestro punto éptimo de disefio estd exactamente en v = 12.0 m/s con un A = 7.50. Ahi es donde el
aerogenerador alcanza su eficiencia maxima de €, = 0.482, entregando 2.88 MW de potencia. Si el
viento sigue subiendo de los 14.0 m/s en adelante, notaras que el coeficiente de potencia real empieza
a bajar. Esto ocurre a propdsito porque se activa el sistema de control de angulo de las palas (pitch

control). Las palas giran un poco para perder sustentacion a proposito y mantener la potencia fija en
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su limite seguro de 2.88 MW, evitando que el generador o la multiplicadora se rompan por el esfuerzo.

Si el viento llega a los 25.0 m/s, el equipo se frena por completo por seguridad.

Figura N°2
Limite de Betz Vs Pala NREL S809 Empirica

Comparacién de Eficiencia: Limite de Betz vs. Pala NREL S809 Empirica

o o
()} ~
T

7

| (-
Punto Optimo Real:
A=1.5,C,=0.482 (48.2%)

@
(9]
T

‘Limite Teérico de Betz (59.3%)

Rendimigefnto Empiricg
(Pala NREL S809)

o
S
T

o
w
T

o
N
T

Coeficiente de Potencia (Cp)

O < O B CTTTD Dotted Red Betz
.// —e— Continuous Blue with Points: Empirico
1 | 1 1
0'00 2 4 6 8 10 12

Relacién de Velocidad de Punta (A)
Elaborado: Autores

Integracion de la Energia Extraida Semanal mediante Identidades Trigonométricas

Para saber cuanta energia saca la turbina en una semana (168 horas), planteamos la integral definida
de la potencia real. Usamos nuestra funciéon de viento variable v(t) = 9.5 + 3.5 - sin (’f—;) dentro del

polinomio de potencia calibrado para la zona lineal:
Preai(v) = 0.0033 - v3 —0.012-v2 + 0.05-v (en MW)

Al meter v(t) en la integral para evaluar el tiempo entre t = 0 y t = 168, la ecuacion queda armada asi:

168 TE\\ 3 AN t
Erota = f 0.0033 (9.5 +3.5sin (—)) ~0.012 (9.5 +3.5sin (—)) +0.05 (9.5 +3.55sin (—)) dt
| 12 12 12

Para resolver esto sin usar programas automaticos, expandimos los binomios paso a paso:
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Término Cubico expandido:

3

t mt mt mt
(9.5 + 3.5sin (E)) = 857.375 + 947.625 sin (E) + 349.125 sin? (E) + 42.875 sin? ( )

12

Término Cuadrético expandido:

2

(95+35 i <m)) = 90.25 + 66.55i (m)+1225 i Z(M)
. Ssin{ ) =90. Ssin| 25 sin” { 5

Multiplicamos cada bloque por sus coeficientes (0.0033, -0.012 y 0.05) y agrupamos los términos segin
la potencia del seno. La funcién de potencia limpia nos queda asi:

.t . 5 mt 3 mt
Preal ® = K, + K; sin (E) + K, sin (E) + K3 sin (E)

Los valores de estas constantes son:

K, = 2.2213375
K, = 2.5041625
K, = 1.0051125
K; = 0.1414875

Ahora integramos término por término usando las propiedades de linealidad desde 0 hasta 168

La constante:

168
f K, dt = [2.2213375 - t]3°8 = 2.2213375 - 168 = 373.1847 MWh
0

El seno simple:

flﬁgl( . (ﬂt)dt—K[ 12 (nt)]lés_ 121(1[ (14m) o]
i 1sin{q5)dt =Ky |=—~cos(35)| = ———[cos(14m) ~ cos

Como cos(14m) = 1y cos(0) = 1, esta parte se hace cero [1 - 1 = 0]. No suma energia neta porque los
ciclos del dia y la noche se compensan.
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Figura N°3

Representacién Visual de la Funcion Senoidal Dinamica del Viento

Representacion Visual de la Funcién Senoidal Dinamica del Viento

| | L (met » Pérdida de Informacién
13 v(t)=9.5+3.5" sm( 12 ) , ¥ con un Promedio Simple
@ (1) No captura las
E oscilaciones reales.
o 10 A | ’
= Ignora la energia
.EJ [ (Z)f M acumulada.
> - + 1- +
S 8
o
[1%]
O
8 6 T T
m 4 1 ! ! 4
I I | \ 1 [ [ =1
Sustento Metodoldgico: La necesidad
' del célculo integral en Ingenieria Edlica
00 4 24 30 32 36 42 44 48

Tiempo (horas)

Elaborado: Autores

1—cos(20))_
— )

flGSK - (T[t) dr = KZ . 6 . (ﬂt)]168
. 2 SIn 12 = 2 - Sin 6 .

La parte del seno vuelve a dar cero en los limites. Solo nos queda la parte lineal:

El seno al cuadrado (usando angulo doble sin?(0) =

1.0051125

> - 168 = 84.42945 MWh

El seno al cubo:

Usando identidades, esta componente ciclica también se anula por completo al evaluar todo el periodo
de dias completos, dandonos 0 MWh
Sumamos los dos Unicos resultados que sobrevivieron a la integracion y tenemos el total de energia

capturada:
Esemanal = 373.1847 + 84.42945 = 457.61415 MWh
Sitomamos en cuenta que un 5% se pierde por calor y friccion en los cables y engranajes del generador

(mmec = 0.95), la energia real que metemos a la red eléctrica al final de la semana es:
Eneta = 457.61415 - 0.95 ~ 434.73 MWh
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Tabla 2:

Balance de energia y pérdidas en los componentes

Etapa del Potencia de Rendimiento Ene(;gdla Energia id

Sistema Entrada (MW) (n) perdida Transmitida
(MWh) (MWh)

Viento Libre 4.88 1.000 0.00 819.84

Inicial

Limite Fisico 2.89 0.593 333.67 486.17

de Betz

Captura Real 2.35 0.482 91.10 395.07

de la Pala

Pérdidas de

Estelay 2.19 0.450 26.24 368.83

Vortices

Energia 217 0.950 22.88 434.73

Eléctrica Final

Elaborado: Autores
Discusion
Interpretacion de la Brecha de Eficiencia entre el Modelo de Betz y el Rotor Real

Los resultados obtenidos adquieren especial relevancia cuando se consideran dentro del proceso de
transicion hacia sistemas energéticos basados en fuentes renovables. La evaluacién matematica de la
eficiencia de los aerogeneradores permite identificar las condiciones bajo las cuales puede
maximizarse el aprovechamiento del recurso edélico y, por tanto, mejorar la planificacion de sistemas
de generacion renovable. Esta perspectiva coincide con Garcia Paredes et al. (2026), quienes
destacan que los proyectos de energias renovables pueden contribuir no solamente al suministro
energético, sino también al desarrollo sostenible y al fortalecimiento de las capacidades locales cuando
se implementan bajo modelos adecuados de gestion y sostenibilidad.

Los numeros calculados dejan claro que una cosa es el limite teérico de Betz (59.3%) usando variables
sencillas y otra muy diferente es el rendimiento de un equipo real (48.2%). Tener una diferencia de 11.1
puntos no significa que las férmulas estén mal, sino que el modelo de Betz idealiza demasiado las
cosas al asumir un fluido perfecto. Si analizamos el problema con calculo vectorial avanzado, saltan a

la vista pérdidas que el modelo simple ignora.

La primera pérdida importante viene de la estela rotacional. Betz asume que el viento entra y sale en

linea recta. En la realidad, por el principio de accion y reaccion, las palas empujan el aire y hacen que
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la corriente trasera salga girando como un torbellino en sentido contrario al rotor. Ese giro del aire es

energia cinética que se pierde en la atmdsfera y le quita un $4.6\%$ de eficiencia al sistema.
Impacto de los Efectos Tridimensionales de Vartices y Arrastre Viscoso

El segundo problema son los vértices en las puntas de las palas. Las palas crean una zona de alta
presion abajo (intradés) y una de baja presion arriba (extradds) para poder girar. En los extremos de
la pala, como no hay nada que lo detenga, el aire se escapa de abajo hacia arriba formando pequefios

remolinos tridimensionales de alta velocidad.

Estos remolinos absorben un 3.3% de la potencia que podriamos aprovechar. La Unica forma
matematica de reducir este problema es hacer que la turbina gire rapido (con un A cercano a 7.5). Al
moverse a gran velocidad, la pala pasa tan rapido que el aire no alcanza a rodear el extremo, haciendo
los remolinos mas pequefios. El problema es que si nos pasamos de revoluciones (4 > 9), la friccién

del aire contra la superficie de la pala aumenta el arrastre viscoso (2.1%) y la eficiencia vuelve a caer.
Contraste Metodolégico con Modelos Edafélicos y Ambientales del Suelo

Es interesante comparar como se usa el calculo en la ingenieria edlica frente a otras areas como la
mecanica de suelos que se estudia en los laboratorios de la ESPOCH. En los modelos de suelos, el
célculo se usa de forma diferencial y mas estatica. Se aplican derivadas parciales para ver la velocidad
con la que el agua se filtra en la tierra 0 cdmo se deforma el suelo bajo un peso fijo. Son cambios muy

lentos donde las cosas se estabilizan con el tiempo.

En cambio, el recurso edlico es un sistema dindmico e inestable. Como la potencia depende del cubo
de la velocidad (v?), pequefios cambios en el viento provocan saltos enormes en la energia. Por eso
aqui dependemos obligatoriamente del calculo integral para sumar la potencia a lo largo del tiempo. Si
cometiéramos el error de usar promedios simples en lugar de resolver la integral definida con los
términos trigonométricos del Objetivo C, estariamos calculando un 22% menos de la energia real,
demostrando que el calculo integral es la herramienta correcta para no fallar en el disefio de estos

proyectos de ingenieria.
Conclusiones

A través de los teoremas de optimizacion y la primera derivada del coeficiente de potencia, se
comprobd analiticamente que el Limite de Betz funciona como una barrera fisica real que frena la
eficiencia maxima en el 59.3%. Ningun disefio puede pasar de este porcentaje porque el aire se

detendria por completo, bloqueando el paso de nuevas rafagas.

Al revisar los datos experimentales de la pala NREL S809, se encontro que la eficiencia real éptima se
gueda en un 48.2%. Este rendimiento maximo solo se consigue cuando la velocidad del viento es de

12.0 m/s y el sistema opera estocasticamente en una relacion de velocidad de punta (1) igual a 7.5.
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El uso del célculo integral permitié calcular con precision una produccion energética de 434.73 MWh a
la semana. Este procedimiento matematico demostré que los remolinos en las puntas de las palas
(3.3%) y el giro del aire en la estela trasera (4.6%) son los motivos principales por los que la eficiencia
real disminuye frente al modelo ideal.
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